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Resumen

En el presente trabajo se describen los primeros pasos de un proyecto de innovacién docente con el ob-
jetivo de crear un laboratorio de geomatemdtica Util para los alumnos del Grado en Geologfa y el Grado
en Ingenierfa Geoldgica. Por medio de scripts en lenguaje Python los estudiantes aprenden a aplicar las
Matemdticas y Estadistica a situaciones caracteristicas en Geologfa, desarrollando habilidades orientadas
a la aplicacion de los modelos matemdticos (por e}, test estadisticos) y de la utilizacion del célculo sim-
bdlico (por ej. clculo integral) en experimentos de campo o laboratorio.

Abstract

In this paper we describe the first steps of a teaching innovation project with the aim of creating a
Geomathematics laboratory useful for students of the Degree in Geology and Geological Engineering. Using
scripts in Python language students learn to apply Mathematics and Statistics to situations characteristics
in Geology. In addition students learn the application of mathematical models (e.g. statistical tests) and the
use of symbolic computation methods (e.g. integral calculus) in field or laboratory experiments.

INTRODUCCION

Desde sus inicios la Geologfa es una disciplina que ha experimentado profundos cambios. Entre estos
cambios, y debido a la popularizacion del ordenador y de las TIC, la Geologia ha experimentado un
paulatino proceso de ‘matematizacién’, utilizdndose de cada vez mds el lenguaje de las matemdticas en
el estudio de las ciencias de la Tierra. Aunque la Geologia ya utilizaba las Matematicas, por ejemplo la
aplicacion de la trigonometria en topografia o de la teorfa de probabilidad en la busqueda de recursos
naturales como el petrdleo, durante las dltimas décadas abundan los ejemplos en los que esta disciplina
es aplicada con éxito. Asi por ejemplo, muchos fendmenos geoldgicos observables en la superficie de la
Tierra pueden ser tratados por medio del cdlculo integral. Tal es el caso de los efectos de las presiones
litostdticas e hisdrostdticas, el plegamiento en formaciones geoldgicas o la evolucidn de la erosién en un
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terreno. En el dmbito de la Matemdtica otros ejemplos que ilustran su utilidad son la aplicacion del cal-
culo vectorial en el estudio de distintas propiedades fisicas de la corteza terrestre y ocednica; el uso del
polinomio de Taylor en el estudio de la temperatura o el uso de las ecuaciones diferenciales en el estudio
del decaimiento de un isdtopo Yy su aplicacion en técnicas de datacion, por ejemplo en paleontologfa. En
otros casos, el gedlogo aplica la Estadistica en su trabajo de campo o laboratorio. En el dmbito de esta
disciplina la aplicacidon de métodos estadisticos es de gran utilidad en el estudio de la distribucidn de los
guijarros, el cdlculo de la probabilidad de un terremoto o de impacto de un asteroide en nuestro planeta.
Se trata tan sélo de algunos ejemplos que ilustran el beneficio que supone la aplicacién de técnicas ma-
temdticas y estadisticas en Geologfa.

En este trabajo presentamos una coleccidn de materiales docentes que ponen al alcance de los estudian-
tes un laboratorio virtual de modelos matemadticos y de simulacién. Con la ayuda del ordenador, y desde
un planteamiento multidisciplinar, los estudiantes aprenden tanto conceptos de matematicas, estadistica
y geoinformdtica como de ciencias de la Tierra. Esta experiencia docente estd orientada tanto a alumnos
de Bachiller como del primer curso del Grado e Ingenieria en Geologfa.

A finales de siglo XViil la figura de James Hutton (1726-1797) es considerada como el fundador de la
geologfa moderna, gracias a sus teorfas relativas a la edad de la Tierra, el tiempo geoldgico y el ciclo de
las rocas. Hasta entonces, la Geologfa era una disciplina totalmente cualitativa, es decir; observacional y
descriptiva. Entre otras contribuciones, Hutton introdujo en sus teorfas la componente esencial del razo-
namiento cientifico: la busqueda de pruebas que avalasen su teorfa sobre la historia geoldgica de la Tierra,
y en particular la utilizacidn de fdsiles como una de las fuentes de evidencia. Con su trabajo, se sentaron
las bases de la necesidad de extraer conclusiones basadas en observaciones cuidadosamente registradas.
James Hutton influyd en dos destacados cientificos: John Playfair (1748-1819), profesor de Matemadticas
que formuld unas descripciones claras de la erosidn fluvial y el transporte de bloques errdticos por glacia-
res antiguos; y el gedlogo Charles Lyell (1797-1875) que publicd la obra Principios de geologia (Principles
of Geology) entre 1830y 1833, una de las obras de Geologia mds influyentes del siglo XIX.

Mientras que durante el siglo XVill los avances en Geologfa son el resultado de los progresos experimen-
tados dentro de esta disciplina, por ejemplo en Mineralogia, Geologfa Minera, Sismologia y Sedimentologfa;
en los siglos XIX y XX, tales avances son explicados desde fuera de esta disciplina: los gedlogos toman
medidas (geomatemdtica) y calculan frecuencias o probabilidades (geoestadistica). De esta manera la
Geologia pasa del estudio puramente cualitativo o descriptivo a un estudio que comprende lo cuantita-
tivo, es decir, la cuantificacién de los conceptos. El resultado de este proceso es la introduccién definitiva
del método cientifico en Geologfa y con él de las Matemdticas como una herramienta completa para la
modelizacidn, y por tanto el estudio, de los fendmenos terrestres.

OBJETIVOS DE LA PROPUESTA DE INNOVACION DIDACTICA

El proyecto se orienta a la resolucién del desafio que supone al profesor encontrar estrategias que per
mitan lograr aquellos objetivos por los que las Matemdticas y la Estadistica son esenciales en la formacién
de los alumnos del Grado en Geologia e Ingenierfa Geoldgica. Entre dichos objetivos destacamos los
siguientes objetivos principales:

|. Desarrollar la capacidad para resolver en sus distintas etapas problemas matemdticos en Geologfa. Es
decir, el planteamiento, busqueda de una solucidn, su desarrollo o formulacién y su implementacién
en un programa de ordenador. La consecucion de este objetivo, ya fue estudiado afios atrdsen un
proyecto de innovacién educativa realizado' con estudiantes del Grado en Biologfa de la Universidad

' R LAHOZ-BELTRA et al. 201 |. Adaptacién de las Matemdticas para bidlogos al plan Bolonia: dificultades y retos. En:
Investigacién y Diddctica para las Aulas del Siglo XXI. Actas del | Congreso de Docentes de Ciencias de la Naturaleza
(M. GONZALEZ MONTERO DE ESPINOSA y A. BARATAS DiAZ, eds.), Santillana Educacién: 155-164.
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Complutense de Madrid. Una de las conclusiones fue la necesidad de fomentar en los estudiantes la
capacidad para formular el modelo matemdtico, programar en ordenador y aplicar modelos analiticos
y numéricos de cdlculo.

2. Aprender a interpretar los resultados obtenidos con el ordenador, el output, en el contexto de la
Geologfa.

3. Introducir en el alumnado el concepto de Laboratorio de Geomatemdtica. Se trata de un conjunto de
ordenadores equipados con software matemdtico de cdlculo simbdlico y andlisis estadistico? de datos.
En el dmbito de la Biomatematica los primeros laboratorios de esta disciplina datan de la década de
los afios 40, en particular el Mathematical Laboratory de la Universidad de Cambridge (Reino Unido,
1938) y el instalado en el Courant Institute, Universidad de Nueva York (Estados Unidos, 1946). De for-
ma similar, el Laboratorio de Geomatemdtica seria el equivalente al de Biomatemadtica, y también uno
mads de los utilizados en Geologia junto con el laboratorio de crecimiento cristalino, sedimentologia o
el laboratorio de hidrologfa e hidrogeologfa.

Adicionalmente, otros objetivos son mejorar la comprensidn de las situaciones geoldgicas, ya se sean
problemas geofisicos, experimentales, geoldgicos, etc,; la gestidn de los procesos que llevan a encontrar la
solucién del problema y especialmente resolver las dificultades y carencias del cdlculo «a mano» amplia-
mente extendidas entre los estudiantes. Por ello, se elegirdn problemas geoldgicos que tengan en comun
la realizacion de cdlculos matemdticos durante la resolucién del modelo matemdtico asociado. Dichos
cdlculos se realizardn tanto «a mano» como mediante el uso de un software o lenguaje de programacion
de modo que el alumno realice una verificacién in situ de sus resultados.

METODOLOGIA

La metodologfa docente puede resumirse como se describe a continuacion. En primer lugar, el laborato-
rio comienza con el planteamiento a los alumnos de un problema o «caso de estudio» dentro del dmbito
de la Geologfa para cuya resolucién se requiere de las Matemdticas. La solucidn a los casos planteados
se abordard segin sea la naturaleza del problema planteado: si es un fendmeno determinista utilizando
una metodologia matemdtica, por ejemplo el cdlculo diferencial e integral, o si se trata de un fenédmeno
estocdstico por medio de una metodologia estadistica, por ejemplo aplicando técnicas de estadistica
descriptiva o estadistica inferencial. La idea base es la resolucién conjunta, esto es tanto a mano como
via software matemdtico, del problema en cuestién. Con este criterio logramos un triple objetivo: (a) los
alumnos verifican sus resultados, (b) aprenden a manejar un software matemdtico y (c) utilizan dicho
software para la resolucion completa de un problema o de alguna de las etapas del problema cuya
resolucién a mano es dificil o compleja. En este proyecto proponemos como software matemdtico la
utilizacién de un lenguaje de programacién de alto nivel y multipropdsito, tal es el caso de Python’. En la
actualidad es uno de los lenguajes mds usados en el desarrollo de software, pudiendo ser utilizado en
diversas plataformas, por ejemplo Raspberry Piy smartphones, y distintos sistemas operativos (Windows,
MacOS vy Linux). Es un lenguaje que no tiene un dmbito de aplicacidn restringido, pudiéndose desarrollar
software para aplicaciones cientificas, por ejemplo en Mateméticas y Estadistica e incluso en Geologfa.
Python es un lenguaje en cddigo abierto, muy productivo, potente, flexible y con una sintaxis concisa y

2 R. LAHOZ-BELTRA, M. GOMEZ FLECHOSO, 2015. El «Laboratorio de Biomatemdtica» en la docencia de la Matemdtica
Aplicada a la Biologfa.. En: Jornadas sobre Investigacién y Diddctica en ESO y Bachillerato. Actas del lll Congreso de
Docentes de Ciencias de la Naturaleza (M. GONZALEZ MONTERO DE ESPINOSA, A. BARATAS DiAZ, A. BARNDI FERNANDEZ
eds.), Santillana Educacién: 411-418.

? https://www.phython.org/

* VEase el siguiente articulo: WEI-BING ], 2012. Why Python is the next wave in earth sciences computing. American
Meteorological Society: 1823-1824
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legible, tratdndose de un lenguaje interpretado por lo que no requiere compilacion. Estas caracteristicas
lo hacen iddneo para un alumnado de un Grado en ciencias, sin conocimientos avanzados de informa-
tica. Finalmente, y entre otras ventajas, Python permite una visualizacion de datos avanzada al estilo de
Matlab, el trabajo con matrices y tablas, computacidn simbdlica, cdlculos estadisticos avanzados v aplicar
algoritmos de Machine Learning contando en la actualidad con una gran coleccién de librerfas. A dfa de
hoy disponemos de algunos programas o scripts en Python, repartidos en las dos siguientes categorias:

* Programas de matemdticas referidos a aplicaciones de las técnicas matemdticas’ que son habituales en
muchas disciplinas cientfficas. Por ejemplo, cdlculo diferencial e integral, trigonometria, Iimites, polinomio
de Taylor, algebra lineal, etc. Estos programas estdn orientados a problemas que puedan ser resueltos
por estudiantes con conocimientos elementales de Matemadticas y Geologfa, ya sean de Bachillerato o
Universidad.

* Programas de estadistica con aplicacion en el andlisis de datos, tanto estadistica descriptiva univarian-
te como bivariante, y disefio de experimentos, es decir inferencia estadistica. Estos programas estdn
especialmente orientados a estudiantes con conocimientos elementales de Estadistica y Geologfa de
Universidad. Por sus caracteristicas estos programas también pueden ser utilizados por estudiantes
avanzados en un Trabajo Fin de Grado e incluso Trabajo Fin de Master.

En segundo lugar, a los alumnos se les proporcionard un manual basico sobre programacidn en Python.
Ademds, se ensefiardn los fundamentos de los procedimientos computacionales (cdlculo cientifico)
tanto de los métodos matemdticos como estadisticos, incluyéndose programas de ejemplo. En parti-
cular, nociones sobre cdlculo integral, representaciones gréficas, métodos numéricos, cdlculo simbdlico,
andlisis de datos estadisticos, etc. sobre los que se sustenta la solucion con ordenador de muchos de
los problemas planteados. Ademds, se hard hincapié en la formulacidon del modelo matemdtico que
resuelva el problema, y en las consecuencias de la resolucidon en relacidn con la realizacidn de predic-
ciones sobre el estado futuro del fendmeno tratado. Este es un aspecto fundamental para los alumnos:
la conexidn entre el modelo matematico, el trabajo experimental, ya sea en campo o laboratorio, y la
prediccion. Para conseguir este objetivo, es habitual estimar los pardmetros del modelo a partir de
los datos de campo o de laboratorio. O bien realizar experimentos de simulacién®, es decir, predecir
el estado futuro del fenédmeno al variar sus pardmetros y/o condiciones iniciales, analizando, de esta
forma, su efecto.

A continuacién, expondremos algunos de los casos de estudio, ya disponibles, en este proyecto docente.

CASOS DE ESTUDIO

Aunque resulte llamativo, incluso hoy en dfa, hay escasez de obras técnicas’ sobre matemdticas y estadis-
tica aplicadas a la Geologfa. Es por este motivo que en un futuro préximo se colaborard con profesores
de la Facultad de Geologfa de la Universidad Complutense de Madrid. La idea es lograr su participacion
en el planteamiento de casos de estudio con suficiente realismo e interés para los estudiantes. A partir de
una coleccién de casos, es decir de situaciones experimentales y fendmenos geoldgicos realistas, los estu-
diantes pondrdn en préctica los conocimientos adquiridos en las asignaturas de Matemadticas y Estadistica.

> C. MARTINEZ-CALVO, E. FERNANDEZ BERMEJO, M. T. GONZALEZ-MANTEIGA, R. LAHOZ-BELTRA, C. PERALES GRAVAN, 2005,
Matemdticas Bdsicas para Bidlogos. CD-ROM. Innovacion Educativa (ISBN 84-7491-786-7). Editorial Complutense.

¢ R.LAHOZ-BELTRA. 2013. Jugando a la Evolucidn con el Ordenador. En: Jornadas sobre Investigacién y Diddctica en ESO
y Bachillerato. Actas del Il Congreso de Docentes de Ciencias de la Naturaleza (M. GONZALEZ MONTERO DE ESPINOSA y
A. BARATAS DIAZ, eds.), Santillana Educacién: 55-62.

7 D.WALTHAM, 2000. Mathematics: A simple tool for geologists. WILEY-BLACKWELL; }. FERGUSON, 1988. Mathematics in
Geology. Springer Netherlands
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El conjunto de scripts o programas en Python, junto con otros elementos serd organizado con Jupyter
Notebook. El resultado es el Laboratorio de Geomatemdtica, ejecutable en un navegador moderno: los
shells interactivos combinan la ejecucidn de los scripts con documentos electrénicos con texto y férmulas
matemdticas sobre el caso de estudio asi como gréficos, videos y otros elementos multimedia. Los videos
muestran explicaciones con «voz en off». Puesto que Python es gratuito los alumnos pueden disponer
de todo el material docente y usarlo libremente en su ordenador una vez se haya instalado cualquiera
las distribuciones orientadas al dmbito cientifico, sea cual sea su sistema operativo (por ej., Anaconda,
WinPython etc.). De esta forma acceden a «coste cero» a un software cuyas prestaciones son similares
a MATLAB o con el que pueden hacer andlisis estadisticos con una fiabilidad igual o incluso superior a
paquetes estadisticos comerciales como por e]. Statgraphics.

CASO DE ESTUDIO |. MEDIDA DEL RADIO DE LA TIERRA

En este ejercicio se propone a los estudiantes calcular el radio de la Tierra mediante el procedimiento
utilizado por el matemdtico, astrénomo y gedgrafo griego Eratdstenes (276-194 a.C.), que fue el primero
en determinar el tamafio de la Tierra. Segun parece en la ciudad de Siena (actualmente Asudn) Eratdste-
nes observd a mediodia durante el solsticio de verano que objetos tales como un obelisco no producian
sombra y en el fondo de los pozos podia verse la luz del sol. Por el contrario, en Alejandria, ciudad situada
a unos 800 Km de Siena, un obelisco si tenfa sombra. Eratdstenes calculd que un obelisco en Alejandria
de 4 m de altura producfa una sombra cuyo dngulo era de 7° 12",

Asumiendo que la superficie terrestre esta curvada y que los rayos del sol llegan de forma paralela a la
Tierra, y sin entrar en otros detalles de la explicacidn, Eratdstenes fue capaz de calcular el radio terrestre
en aproximadamente unos 6.300 km:

800

0 ' rT."l‘r'n.l =
-7°12 7012 7
180

800 =r,

Tierra

- ~ Alejandria

/

Siena

a=7"12'
0.5053

Figura |. Método trigonométrico empleado por Eratdstenes

Los cdlculos realizados por Eratdstenes pueden ser realizados hoy en dia con Python haciendo uso de
un sencillo script 2000 aflos después! tal y como se muestra a continuacion:
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1 import math

2# Dat ] .

j altura_obelisco=4
4distancia_sombra=0.5053
5distancia_Siena_Alejandria=800

67 J

/ tg=distancia_sombra/altura_obelisco
8 beta=math.atan(tg)*(180/math.pi)

10 r = distancia_Siena_Alejandria/(beta*(math.pi/180))
11 print(“radio Tierra",r)

obteniendo con el ordenador un valor del radio terrestre igual a 6366.41606 15958435 km.

CASO DE ESTUDIO 2. CALCULO DEL VOLUMEN DEL MONTE FUJI (JAPON)

El objetivo de ejercicio es realizar una aproximacién al volumen del Monte Fuji utilizando un modelo ma-
temdtico. El modelo en cuestién representa la variacién de su radio con la altura®, tal y como se muestra
a continuacion:

rz(z)=@z—@\/;+400 (Km®)

V3

y cuya representacion grafica se muestra en la Figura 2. La obtencién de este modelo matemdtico para
el radio del Monte Fuji es el paso clave para poder calcular su volumen, que se obtendrd recurriendo al
cdlculo integral:

Vinax

V= [ 2f )y

Nmin

&5 iz

o,
0.7
e

Figura 2. Mapa obtenido por GoogleMaps y modelo del Monte Fuiji.

¢ D.WALTHAM. 2000. Mathematics: A simple tool for geologists. WILEY-BLACKWELL; . FERGUSON, | 988. Mathematics in
Geology. Springer Netherlands.
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Si calculamos «a mano» dicha integral:
3

400 |dz =m +400z| =200 ; 628

N | 6 153

obtendremos que el volumen del volcdn es aproximadamente 628 Km”. Resolvamos ahora con Python
la integral planteada:

Ve[ 400z 800z 4002° 800z

1 from 5ympy 1mpurt 1ntegrate, Symbul pi, sqrt

2 Det iE rio 5 { a
Symbnl( z )
4 Modelo matema
f*pl*({4ﬁﬂ*z)f3 - (Baa*sqrt(z)}fsqrt(3)+4ﬂaj
6 # culi I

'?v-1ntegrate(f (z 0, 3)}
8 print(v.evalf())

siendo el volumen calculado igual a 628.3185307 17959 Km”.

CASO DE ESTUDIO 3. DEDUCIR Sl HA CAMBIADO EL CAUDAL DEL RO JAMES (VIRGINIA, EE.UU.)

El objetivo es analizar estadisticamente si el caudal de este rio se ha modificado comparando su caudal en dos
épocas o estaciones. Los alumnos comparardn las medias de dos muestras correspondientes a dos épocas
distintas, mediante un contraste de hipdtesis sobre el caudal medio del rfo (en las dos muestras). La prueba
utilizada serd el test de la t-Student. La programacion en Python y los resuttados se muestran en la Figura 3,
aceptdndose que no ha habido diferencias significativas en el caudal entre las dos estaciones estudiadas.

Lo it verncia Twesspy - CliserRala Lk Belm\DeshiegSining Paper . =
T e L
1 = np.geafromtat (*rio_=steciosi.iel’  miseing_valoee= s 4.8 783 407 34,3 HEAL 2.4 "
= . penf rowees [P Tin_serasioni. ten t omi seing_valuse=
mmacy pratistice
min mawl, meani, varl, akewl, hursl = a.dessribe ool L Hedis = B4.0L305401F7 Deoszv sotendas = A1 SIMAIFHIETIL0G
1=msth.eqrt (veril
|2y min sexl, sesnd, vapd, skewl, Eurel = o describelcol
| syl s L, st Lvar ) u-paar (varlsseas fguslead § -l ARLITITEARE . DEINRAATREIY
QTR | m e mmmmm e RTEPTAOE W
B-tost (vafisstdr distintas) ¢ ~1.4518TATCA24E 0. 153 ITEATE55E
ACEPTRCE RO
Wileowmos test (Mars WHitoey U bestl: 31.0 0. O ERIOISEIRIE
RECHAZNMOS WO

F3F EEESEEEEETERTTETIEREETIEEEEEREEE

= maand;” Carv sstandar = "

tis groups Bive 156 LhEE TATLAROS. .
e T B.TTAET_imdjeall, ©cold) H .l sy 7 38T M.T a4 &Y

tha tun groups Rave difforsms varianoss . . a4.3 B { }'™ 3.3 (19 1 55.2 T8

_GEAT By p_valus o 8 S TRAt_ind(esll, £61d, equal_vare
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i ¥6.% §7.1 &8.3 11%. 134, ¥.3 81.8 AL
24:.% .3 40T I4.D 133 2.4 TI. Th.B
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Er o I TACE PTAMDE B c-test (verlszzar fousles) @ -1 4SL3THT8424 0. 150884575804
ACEPTRMOE D
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Figura 3. Script en Python del contraste de hipdtesis sobre el caudal medio del rio James (izda.)
y resultado del test para la toma de decisiones (dcha.).
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CONCLUSIONES

El proyecto que planteamos representa los primeros pasos de un programa de innovacion docente rela-
cionado con la ensefianza de las Matemdticas y Estadistica a estudiantes de Geologfa. La incorporacién de
las tecnologfas de la informacidn a los procesos de ensefianza y aprendizaje no sdlo representa el medio
en el que se desenvuelve el aprendizaje sino también un estimulo. El objetivo fundamental es el afianza-
miento de los conocimientos matemdticos bdsicos del alumnado y su ampliaciéon mediante la utilizacidn
de problemas reales del dmbito de la Geologfa. La consecucidn de este objetivo se logrard mediante la
utilizacion del lenguaje Python que, adicionalmente, traerd las ventajas del aprendizaje de un lenguaje de
programacion que dia tras dia gana numerosos adeptos en todo el mundo. Realizando en el aula los ejer-
cicios propuestos los estudiantes de Geologia aprenderdn el «manejo del ordenador» incorporandolo
como una herramienta mds del gedlogo junto con la «brujula y martillo».



